Rézniczka funkcji, pochodne czastkowe funkcji
ztozonej.
Funkcje uwiktane

Anna Bahyrycz

Przykfad 1

Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczy¢ wartos¢ przyblizona wyrazenia
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Definicja 1 (Rdzniczka funkcji)

Niech funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie
(20,y0). Rézniczka funkcji f w punkcie (g, o) nazywamy funkcje
df (xo,y0) zmiennych Az, Ay okreslong wzorem

0 0
df (o, y0)(Az, Ay) := i(xo’yo) Az + i(xo’yo) Ay
Ox y
Twierdzenie 1 (Zastosowanie rézniczki do obliczen
przyblizonych)
Niech funkcja f ma ciagte pochodne czastkowe pierwszego rzedu w
punkcie (zg,yo). Wowczas

f(zo + Az, yo + Ay) ~ f(x0,y0) + df (0,%0) (Az, Ay),

przy czym btad 0(Ax, Ay) powyzszego przyblizenia dazy szybciej do

0 niz wyrazenie \/(Ax)? + (Ay)?2.

Twierdzenie 2 (O pochodnej funkgji ztozonej)
Jezeli
1. funkgje x=x(t) i y=y(t) majg pochodne wiasciwe w punkcie t,
2. funkcja z = f(x,y) ma ciagte pochodne czastkowe pierwszego
rzedu w punkcie (m(to),y(to)),

to funkcja ztozona F(t) = f(x(t),y(t)) ma w punkcie ty pochodna
wifasciwg wyrazona wzorem:
dF _0f dx Of dy

_ + = . =

dt 9z dt oy dt’

gdzie pochodne czastkowe %, % s liczone w punkcie (z(to),y(to)),

zas pochodne ‘C%, % w punkcie tg.

Uwaga 1

Powyzszy wzér mozna zapisa¢ w formie iloczynu macierzy tj.
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Twierdzenie 3 (O pochodnych czastkowych funkcji ztozonej)

Jezeli

Przyktad 2

Korzystajac z wzoru z Uwagi 1 obliczy¢ pochodna funkcji ztozonej 1. funkge © = 2(u,v) i y=y(u,v) maja pochodne czastkowe
. - ) - 9

F(t) = f(x(t),y(t)), pierwszego rzedu w punkcie (ug,vp),
2. funkcja z = f(x,y) ma ciagte pochodne czastkowe pierwszego
gdy " , , rzedu w punkcie (x(uo,vo),y(uo,vo)),
t t
f(z,y) = arctg v’ w(t)=e” -1, yt)=e" +1. to funkcja ztozona F(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)) ma w punkcie (uo,vo)
, pochodne czastkowe pierwszego rzedu wyrazone wzorami:
x
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[F']= [ 1+(1£)2 % 1+(1g)2 '(— ;7) ] = [ Tgyz —#yg ] = gdzie pochodne czastkowe g—z, g—ﬁ, %, % obliczone sa w punkcie
v v 2t 2t
2e 2e (uo,v0), o of
241 . 21 02t a pochodne czastkowe 3, W punkcie (x(uo,vo),y(uo,vo)).
| T 9t~ 9%t || 2
2(e*t +1) 2(e*t+1) ett +1 Uwaga 2
Zatem Powyzsze wzory mozna zapisa¢ w formie iloczynu macierzy tj.
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Przyktad 3
Korzystajac z wzoru z Uwagi 2 obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego
rzedu funkcji ztozonej
Uwaga 3
F =
Jezeli f jest funkcja tylko jednej zmiennej, to reguty rézniczkowania (u,0) = f(2(u,0).y(u,v)).
funkcji ztozonej F(u,v) = f(z(u,v)) przyjmuja postac gdy
= fa, Fy= [, flz,y)=2® —zy+y?,  x(u,v)=u+v, y(u,v)=u-wv.
Powyzsze wzory mozna zapisa¢ w formie iloczynu macierzy tj.
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Twierdzenie 4

Niech funkcja g:Q - R, Q c RF bedzie funkcja klasy C*,
f=(fi,....fx):D->RF DcR™ f(D)cQ, zogeD i f(zo)eQ
wraz z pewnymi otoczeniami oraz istnieja gj: J (xg) dla

ie{l,...,k}, je{l,...,m}.

Wobweczas istnieje pochodna funkcji ztozonej go f w xzy okreslona
macierza Jacobiego

Joot (w0) = T (f(w0)) - Te (o).

Zamiana zmiennych

W niektérych rozwazaniach wygodnie jest dana funkcje wyrazi¢ w nowych
zmiennych. Niech g bedzie funkcja rzeczywista klasy C' okreslona na
zbiorze otwartym € c R¥ iniech f bedzie funkcja réznowartosciowa
klasy C' odwzorowujaca zbiér otwarty D c R™ na . Mozemy
wowczas rozwazaé funkcje h=go f iz Twierdzenia 4 otrzymujemy, ze

Jn(z) = Jgor(z) = I (f(2)) - Je(z) dlazeD.

A stad pochodne czastkowe funkcji g mozemy wyrazi¢ nastepujaco

Jo(y) = In(2) - (Je(w)) " gdziey = f(x).

m

—T

x = sin(y)

Funkcje uwiktane

Definicja 2
Funkcja uwiktana okreslona przez warunek F(x,y) =0 nazywamy kazda
funkcje y =y(x) spetniajaca réwnos¢

F(a,y(z)) =0

dla wszystkich © z pewnego przedziatu I.
Podobnie okresla sie funkcje uwiktang postaci x = x(y), gdzie ye€ J.

Twierdzenie 5 (O istnieniu i rézniczkowalnosci funkcji
uwiktanej)

Niech funkcja F ma ciagte pochodne czastkowe rzedu pierwszego na
otoczeniu punktu (xo,yo) oraz niech spetnia warunki:

1 F(anyO) = 07
2. %("Eo,yo) +0.

Wtedy na pewnym otoczeniu U punktu xq istnieje jednoznacznie
okreslona funkcja y = y(x) spetniajaca warunki:

OF (0 (g
Yeo)=po i y(e) = 2 V)

dla kazdego x € U.

Uwaga 4

Jezeli funkcja F' spetnia zatozenia Twierdzenia 5, to istnieje styczna do
funkcji uwiktanej y = y(x) w punkcie xo okreslona wzorem

Y—Yo = y’(xo)(x - zp).



Przyktad 4

Zbadac czy réwnanie x —siny =0 okresla jednoznacznie ciagta funkcje
uwikfang y =y(x) na pewnym otoczeniu punktéw

A=(£.5). B-(L5)

274

F(z,y) =z -siny, F jest funkcja ciagta

F(?,Z):§—sin£:0, F(Lg):l—smg:o

oF oF
—(z,y) = —cosy, — jest funkcja ciagta
dy Ay
OF (/2 2 oF
—(i,z):—cosﬁz—iqt(), —(1,z):—cosﬁz0
ay\ 2 "4 4 2 dy 2 2
Zatem réwnanie x —siny =0 okresla jednoznacznie ciagta funkcje

uwikfang y = arcsinz dla x € (0,1). Poniewaz %—Z(B) =0, wiec

zatozenia Twierdzenie 5 nie sa spetnione i nie mozemy z niego korzystac.

Uwaga 5
F(z,y(z)) =0
oF oF dy B
87(%29(1‘)) + a*y(l’ay(fﬂ)) g z) =0,
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9 (2,y())

2F  O?F dy (02F 82F.dy)_@+8F_d2y

astad  y'(z)= dla kazdego = € U

Ox? i oyox dzx i Oxdy " o2 dx

de Oy dx2

Przyktad 4 c.d.

Us

-1

X= s‘in(y)

W otoczeniu punktu B réwnanie x —siny =0

nie okresla zadnej funkcji uwiktanej postaci y = y(z).

Przyktad 5

Obliczy¢ pochodna funkgji uwiktanej y = y(x) okreslonej réwnaniem
ze¥ +ye® —2=0 w punkcie xy=0.

Napisa¢ réwnanie stycznej do funkcji uwiktanej y = y(x) w punkcie
T = 0.

F(z,y) =xe¥ +ye® -2
F0,90)=v0-2 = =2 = (20,%)=(0,2)

oF OF

—(z,y) = ¥ +ye” — funkcja ciaggta, —(0,2) =¢e*+2,
ox ox

OF

o OF
—(z,y) = xe¥ + ¥ — funkcja ciagta, —(0,2)=1,
Jy dy
9E ( y @
z () e’ +ye
oF = = ()=~ 2)
Ty(x,y(a:)) ey + e

y'(z)=-
Réwnanie szukanej stycznej ma postac

y=—(e?+2)x+2.



Twierdzenie 6 (O ekstremach lokalnych funkcji uwiktanej)

Niech funkcja F ma ciagte pochodne czastkowe rzedu drugiego na
otoczeniu punktu (xg,yo) oraz niech spetnia warunki:

L F(l‘o,yo) :07
2. 9 (20,90) =0, GE(w0,90) # 0,

2
3. A= aEom) g

9wy

Wtedy funkcja uwikfana y = y(x) okreslona przez réwnanie F(z,y) =0
ma w punkcie xo ekstremum lokalne wtasciwe i jest to

minimum, gdy A >0 albo maksimum gdy A < 0.

Uwaga 6

Réwnos¢ %—5(950, yo) = 0 jest warunkiem koniecznym , a nieréwnos¢

2 . . . . . ..
‘?%‘Z (%0,y0) #0 warunkiem wystarczajacym istnienia ekstremum funkcji
uwiktanej.

Lis¢ Kartezjusza
Lis¢ Kartezjusza - krzywa opisana réwnaniem

3+ y3 =3azy, a>0.

Wykres liscia Kartezjusza dla a =1

Przyktad 6

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji uwiktanych postaci y = y(xz) okreslonych
réwnaniem
x3+y3—3xy:0.

F(z,y) = 2® +y> - 3y - wszystkie pochodne czastkowe F' s3 funkcjami
ciagtymi,

2
%(x,y) = 31'2 - 3y7 %(.’I),y) = 3y2 - 31‘.7 %J:I;—' (LU, y) = 6a.

Rozwiazujemy uktad warunkéw:
F(z,y)=0 A %—i(x,y) =0 A %—Z(x,y) + 0, czyli w naszym przykfadzie:
23 +9y3 -32y=0 A 322 -3y=0 A 3y% -3z 0.

y=1" = (2%+2°-32° =0 & 25-22% = 0 = 2*(2%-2) = 0 & [z = Ova = V/2])

Punkt (0,0) — odpada, bo wéwczas %—i(x,y) =3y% -3z =0.

Punkt ({g’/i \3/21) — spetnia warunek konieczny istnienia ekstremum,
liczymy

SEGAYT) 6B
(2,8 32

co oznacza, ze w xo = /2 funkcja uwiktana y = y(x) okreslona
réwnaniem z3 + 1% — 32y =0 ma maksimum lokalne wtasciwe i wynosi

ono /4.

-2<0,
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